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Zu den Rotationszustinden der Atomkerne
II. Auswirkung der K-Beimischung*

Von GerHART LiDERS !

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 12 a, 353—362 [1957] ; eingegangen am 15. Februar 1957)

Die in Teil I berechnete Wellenfunktion fiir den Rotationszustand eines Atomkerns unterscheidet
sich von der urspriinglich von Bour und MorTeLson angegebenen dadurch, dafl die Komponente K
des Gesamtdrehimpulses in der Figurenachse des verformten Kerns keine gute Quantenzahl ist.
Im vorliegenden Teil II wird die Auswirkung dieser K-Beimischung auf die Momente des Grund-
zustandes und auf elektromagnetische Uberginge innerhalb einer Rotationsbande untersucht. Es
zeigt sich, daB sich die K-Beimischung hierbei praktisch nicht bemerkbar macht; bei dem statischen
magnetischen Moment ergibt sich iiberdies ein Zusammenhang mit einem Resultat, das von Bonr
und MorreLson nach der Methode von IncLis gewonnen worden ist.

Im ersten Teil dieser Arbeit2 wurde versucht, die
Diskrepanz zwischen dem von Bonr und MorteLson 3
gewonnenen theoretischen Ausdruck fiir das mecha-
nische Tragheitsmoment von Kernen, die Rotations-
banden zeigen, und den Beobachtungen in Zusam-
menhang zu bringen mit dem Vorhandensein ener-
getisch benachbarter Besetzungsmoglichkeiten fiir die
einzelnen Nukleonen. Das urspriingliche physikali-
sche Bild3 wurde beibehalten: nur die duBlersten
Nukleonen wurden als individuelle Teilchen behan-
delt, die sich im Sinne des Schalenmodells in einem
gemeinsamen Potential bewegen; die Gesamtheit der
inneren, abgeschlossene Schalen und Unterschalen
bildenden Nukleonen (der Rumpf) wurde jedoch im
Sinne des Tropfchenmodells als inkompressible Fliis-
sigkeit aufgefaflt, die nur wirbelfrei stromen kann;
die Wechselwirkung zwischen Rumpf und &ufleren
Nukleonen erfolgt dadurch, daf} die rdumliche Ge-
stalt des Potentials durch diejenige des Rumpfes
bestimmt ist%. Wahrend Bour und MorrteLson (B)
aus diesem physikalischen Modell als Tragheits-
moment [d. h. die GroBe © in der empirischen Be-
ziehung (I, 1)] den Wert fiir wirbelfreie Stromung

* Zusatzbei Einreichungder Arbeit: Durch
die riumliche Entfernung zwischen meinem gegenwirtigen
Arbeitsplatz und meinem Heimatinstitut hat sich die Ein-
reichung verzogert. Meine Beurteilung des Problems der
Trigheitsmomente hat sich inzwischen etwas gewandelt.
Trotzdem mochte ich den II. Teil dieser Arbeit im wesent-
lichen in der Form zum Druck geben wie ich ihn im Sep-
tember 1956 niedergeschrieben habe.

1 Gegenwirtige Adresse: Department of Physics, Massachu-

setts Institute of Technology, Cambridge, Mass., U.S.A.

G. Lipers, Z. Naturforschg. 11 a, 617 [1956]. Diese Arbeit

wird im folgenden durch (Teil) I abgekiirzt; Gleichungen

aus dieser Arbeit [z. B. Gl. (1)] werden in der Form (I, 1)

zitiert.

3 A.Bonr, Dan. Mat. Fys. Medd. 26, Nr. 14 [1952] ; im fol-
genden durch A abgekiirzt. A. Bonr u. B. MorreLson, Dan.
Mat. Fys. Medd. 27, Nr. 16 [1953] ; durch B abgekiirzt.

erhalten, wurde in I ein allgemeinerer Ansatz fiir
die Wellenfunktion verwendet, der in Ubereinstim-
mung mit der Erfahrung zu einer erheblichen Ver-
groBerung des Tragheitsmoments fiihrt. Das formale
Ergebnis wurde in Teil I nicht quantitativ ausgewer-
tet, da die Giiltigkeitsgrenze der bei Bestimmung
der Energie (und damit des Trigheitsmoments) ver-
wendeten Storungsrechnung iiberschritten werden
muflte. Das Schwergewicht dieser Arbeit liegt iiber-
haupt nicht auf der numerischen Seite; vielmehr soll
qualitativ. eine Richtung erkundet werden, in der
die Weiterentwicklung des kollektiven Modells ge-
sucht werden koénnte.

Beim gegenwirtigen Stand der theoretischen Kern-
physik ist man bei der Behandlung schwerer Kerne
(praktisch oberhalb des Deuterons) auf Naherungs-
annahmen bzw. Modellvorstellungen und Modell-
ansdtze angewiesen. Bisher ist es nicht moglich,
direkt aus den (iiberdies ja unbekannten) zwischen
den Nukleonen wirkenden Kraften auf Eigenschaf-
ten der Kerne zu schliefen und so etwa Trégheits-
momente zu berechnen. Zwar kann man ein be-
stimmtes Modell durch ein anderes ersetzen (z. B.

4 Der Hawmirton-Operator, der diesem physikalischen Bilde
entspricht, ist u. a. in Gln. (I, 2) ff. angegeben.

Die ersten aussichtsreichen Ansitze zur Behandlung quan-
tenmechanischer Vielkorperprobleme (speziell mit Anwen-
dung auf Atomkerne) gehen auf Brueckner zuriick (K. A.
Brurckxner u. C. A. Levinson, Phys. Rev. 97, 1344 [1955]) ;
wegen Weiterentwicklung der Methode siehe insbesondere
eine Arbeit von H. A. Berae (Phys. Rev. 103, 1353 [1956] ;
dort auch weitere Literaturzitate). Einer Bemerkung von
Berre iiber die Anwendbarkeit der Methode auf das kol-
lektive Modell mochten wir allerdings nicht zustimmen.
Bei dem kollektiven Modell handelt es sich um mehr als
nur um die Berechnung von Nukleonenzustinden in einem
deformierten Potential; z. B. wiirde man auch das Triag-
heitsmoment einer Rotationsbande bestimmen wollen.
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das urspriingliche kollektive Modell (A,B) durch
die andersartige Vorstellung von Incris®); die
Glaubwiirdigkeit eines bestimmten Modells 16t sich
jedoch nicht zwingend belegen 7. Es erscheint daher
gegenwirtig ausgeschlossen, den ganzen Problem-
kreis der Rotationsbanden iiberzeugend aufzuklaren.
Die vorliegende Arbeit ist konservativ in dem Sinne,
dall sie das urspriinglich kollektive Modell als mit
der empirischen Diskrepanz der Trigheitsmomente
qualitativ vertrdglich erweist; dabei ergeben sich
iberraschende Zusammenhidnge® mit der neueren
von Incuis vorgeschlagenen Methode .

Die an Rotationsbanden experimentell beobacht-
baren Groflen beschrinken sich nicht auf die Lage
der Energieniveaus und damit im wesentlichen die
Tragheitsmomente. Vielmehr sind auch die statischen
Momente des Grundzustandes und Ubergangswahr-
scheinlichkeiten zwischen den einzelnen Niveaus der
Beobachtung zugénglich; theoretisch sind sie durch
die Wellenfunktionen des Grundzustandes bzw. des
Anfangs- und Endzustandes eines Uberganges be-
stimmt. Die mathematische Auswertung des kollek-
tiven Modells, so wie sie in Teil I gegeben wurde,
unterscheidet sich von der urspriinglichen (A, B)
durch den allgemeineren Ansatz fiir die Wellenfunk-
tion. Wiahrend ndmlich Borr und MorreLson an-
nehmen, daf} die Komponente K des Gesamtdreh-
impulses in Richtung der Achse des verformten
Kerns eine gute Quantenzahl ist, ergab sich in I eine
erhebliche Beimischung von Zustinden mit benach-
barten K-Werten. Im vorliegenden Teil II wird nun
untersucht, wie sich diese K-Beimischung in stati-
schen Momenten und Ubergangswahrscheinlichkeiten
bemerkbar macht und ob damit experimentell fiir
oder gegen das verwendete Modell und seine mathe-
matische Auswertung entschieden werden kann.

Es zeigt sich dabei, daf sich die K-Beimischung
an den elektromagnetischen Ubergingen innerhalb
einer Rotationshande (im wesentlichen M1 und E2)
praktisch nicht erkennen ldBt. Berechnet man nam-

6 D. Incris, Phys. Rev. 96, 1059 [1954] ; 97, 701 [1955] und
103, 1786 [1956]. A.Bonr u. B. MorreLson, Dan. Mat.
Fys. Medd. 30, Nr.1 [1955]; durch C abgekiirzt.

7 Das diirfte auch fiir die interessanten Untersuchungen von

S. A. Moszkowskr (Phys. Rev.103,1328 [1956]) zur Selbst-

konsistenz eines dem Incrisschen Bilde @hnlichen Modells

gelten.

Siehe Teil I, Abschn. 3, und den Schlufl von Abschn. 2 im

vorliegenden Teil II.

Siehe B, Kap. VII, und insbesondere G.Avaca, K. ALpER,

A.Bonr u. B.R.MorreLson, Dan. Mat. Fys. Medd. 29,

Nr.9 [1955] (durch D abgekiirzt). Diese Unverdnderlich-
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lich den Einfluf} dieser Beimischungen in der nied-
rigsten nicht-verschwindenden Naherung, so erwei-
sen sich die von den beteiligten Drehimpulsen ab-
hingigen geometrischen Faktoren als unverindert
gegeniiber der urspriinglichen Theorie von Borr und
MorreLson ?;  allerdings wird ja der Giiltigkeits-
bereich der Storungsrechnung iiberschritten, so da
derartige Schliisse nur beschriankt richtig sind.
Auch der Zusammenhang zwischen den Matrix-
elementen fiir magnetische Dipol- (M 1) bzw. elek-
trische Quadrupolibergidnge (E2) und dem stati-
schen magnetischen Dipol- bzw. elektrischen Quadru-
polmoment des Grundzustandes bleibt im wesent-
lichen unverandert erhalten, obwohl diese Momente
selbst durch die K-Beimischung beeinfluflt werden.
Bei dem statischen magnetischen Moment ergibt sich
iiberdies ein bemerkenswerter Zusammenhang zwi-
schen dem hier erhaltenen Resultat und dem, das
Borr und MorreLsox nach der Methode von IncLis
gewonnen haben '°. Fiir Ubergangswahrscheinlich-
keiten ist kein Vergleich moglich; sie lassen sich
nach dem Verfahren von INcLis nicht ermitteln, da
die kollektive Rotation des Kerns dort klassisch be-
handelt wird.

Wihrend sich die K-Beimischung auf Ubergiinge
innerhalb einer Rotationsbande also nicht auswirkt,
ist zu erwarten, daf} sie eine Rolle spielt bei Uber-
gingen zwischen Niveaus, die verschiedenen Banden
gehoren (y-Ubergingen zwischen verschiedenen Ban-
den desselben Kerns und J-Ubergiingen zwischen
verschiedenen Kernen). Einerseits sollte sich dann
eine stirkere Abweichung der Verhilinisse von
Ubergangswahrscheinlichkeiten von den einfachen
geometrischen Faktoren der urspriinglichen Rech-
nungen (B, D) zeigen, andererseits ist eine stirkere
Durchbrechung des K-Verbots (,,K-forbiddeness*)
zu erwarten ''. Wegen der mannigfaltigen Moglich-
keiten fiir derartige Ubergiinge wurde dieser Punkt
nicht genauer untersucht.

keit der geometrischen Faktoren ist von A. K. KEermax,
Dan. Mat. Fys. Medd. 30, Nr. 15 [1956], in einem etwas
anderen Zusammenhang ebenfalls bemerkt worden; Kgegr-
max spricht von einer Renormierung der elektrischen und
magnetischen Momente.

10 Sjehe C, Gl. (6) ; die Gleichung ist als Gl. (14) in der vor-
liegenden Arbeit mitgeteilt.

1t Dje Moglichkeit derartiger Abweichungen und Durchbre-
chungen wird in D diskutiert; allerdings wird dort an-
genommen, daf die K-Beimischungen wesentlich kleiner
sind als sie sich bei uns ergeben.



ROTATIONSZUSTANDE DER ATOMKERNE II

1. Statisches magnetisches Dipolmoment

Nach dem kollektiven Modell ist das magnetische
Dipolmoment (ausgedriickt in Kernmagnetonen)
eines Zustandes, insbesondere des Grundzustandes,
gegeben durch

u=(gplP+gx)N+grR:)u_1 (1)
[vgl. den &hnlichen Ausdrurck in B, Gl. (IV.3)].
Hierbei sind gp bzw. gy die gyromagnetischen Ver-

hiltnisse fiir Protonen bzw. Neutronen in einem
Zustand des jeweiligen j 12

g-at 5 (g—a) fir j=ltd, (2
wobei

&=1, g=5,585 fiir Protonen,

g8=0, gs=—3,826 fiir Neutronen. } )

Die GroBe gg stellt den g-Faktor des Rumpfes dar;
mit Borr und MorteLson (B, Kap. IV) werde gesetzt

gr=2/4 (4)

(Z Ordnungszahl, 4 Massenzahl des Kerns). J? bzw.

J¥ stellen die (durch & geteilten) Gesamtdrehimpulse
der individuell behandelten Protonen bzw. Neutro-
nen dar; R ist der Drehimpuls der kollektiven Be-
wegung des Rumpfes; es sind die Komponenten
beziiglich der raumfesten z-Richtung zu bilden. Der
Erwartungswert in (1) ist zu berechnen fiir den-
jenigen Zustand, bei dem die Komponente M des
Gesamtdrehimpulses in der z-Richtung den maximal
moglichen Wert I hat.

Es ist zweckmafBig, R auszudriicken durch den Ge-

samtdrehimpuls I und die individuellen Drehimpulse
der beiden Nukleonensorten

Bad=T=T-F-1 (5)
(vgl. I, FuBnote 3%). Nach bekannten Methoden 3

355

wandelt man sodann (1) um in eine Gleichung, bei
der eine bestimmte Wahl von M nicht mehr erfor-
der]ich ist

u=21{(gp—gr) (I-J¥)

¢ I+1
+ (ex—ex) (I 1Y) +grl}. ()
Die Skalarprodukte sind drehinvariant, also z. B.

7'ﬁ=lz]zp+1y]yp+lg.]zp
=LJP+1L,1F+1315°

(2, y, z = raumfeste Richtungen; 1, 2, 3 = korper-
feste Richtungen) ; der Ausdruck rechts vom zweiten
Gleichheitszeichen erlaubt die Auswertung mittels
der frither gewonnenen Wellenfunktion, die sich auf
korperfeste Richtungen bezog.

Die Wellenfunktion, die sich nach den Rechnun-
gen von Teil I ergibt, wurde dort nicht explizit mit-
geteilt. Sie lautet [abgesehen vom f- und y-abhin-
gigen Anteil, vgl. (I,10)] in erster stérungstheore-
tischer Naherung

TM—IWK e Y?I’MK‘,H <L K°+M1Ko

(7)

E ’—EKo+la
_t_\ qIMK., 1% <IK0—1 b[UlllKO (8)
Ko—EKo-1,5

Die Funktionen ¥}, K, WM,K,,+1,a usw. sind in
(I,17) angegeben; der Index a bzw. b soll ver-
schiedene mogliche Nukleonenkonfigurationen zum
gleichen Wert von 2=K;+1 bzw. 2=K;—1 un-
terscheiden. Die Energien Eg, usw. ergeben sich
durch Anwendung von H, [GL. (I, 20)] auf die je-
weilige Wellenfunktion. Es ist

(I, Ky+1, “IU1|I Ko)—(ylu Kot+1, | Uyl l*I’w Ky )
9)
mit U; nach Gl. (I,21); da das Matrixelement von
M nicht abhingt, wurde M auf der linken Seite fort-
gelassen. Explizit ist

(1,K0+1,a]U1|1,K0)

ey -~~V(I Ky) (1+K0+1) (Ko+1,ally+i]5|Ky)

(10)

(I.Ky—=1,b|U, |1, K,) =

12 Den Rechnungen wurde in dieser Arbeit ein vereinfachtes
Modell zugrunde gelegt, bei dem die individuell behandel-
ten Protonen jeweils alle gleichen Gesamtdrehimpuls j be-
sitzen und entsprechend die individuell behandelten Neu-
tronen, wobei das j der Protonen mit dem der Neutronen
natiirlich nicht iibereinzustimmen braucht.

= :é VI +Ky) (I-Ky+1) (Ko—lsbljl—i]2lK0) s

13 Fiir den Erwartungswert eines beliebigen Vektoroperators
A gilt die Identitat

(4)=[TUI+D]1IH1-4).
Die rechte Seite ergibt sich im wesentlichen aus den drei
Forderungen, daf sie wie die linke Seite linear in Z ist
und Vektorcharakter besitzt, und daBl das Gleichheitszei-
chen insbesondere fiir 4 =7richtig ist.
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wobei 14

(Ko+1,all +il3| Ko)= (k1,0 Sy +ida ] 2K, ) - (11)

Auf der rechten Seite von Gl. (10) tritt ein zusitzlicher Faktor /2 auf, wenn fiir eine der beteiligten
Wellenfunktionen Q=K =0 und hierbei iiberdies jedes Nukleonenniveau =+ o doppelt besetzt ist.
Fille, bei denen Q=K =1/2 ist und die zu Schwierigkeiten in den Energie-Nennern fiihren kénnen, sollen
wie in Teil I auch hier nicht behandelt werden. In Gl (8) ist der Beitrag von U, [Gl. (I,21)] zur abge-
anderten Wellenfunktion fortgelassen worden. Das ist im allgemeinen nicht gerechtfertigt; bei den hier
zu l6senden Problemen spielt dieser Beitrag jedoch keine Rolle 15,

Bei der Auswertung von (6) unter Beachtung von (7) sind Ausdriicke der folgenden Gestalt zu bilden

(Vo | I T3 | ¥k, =Ko 27,
(P g, | L TP+ I8 | Pl k-1,0) = %V(1+K;)“<T—K;;+"i> (K[ IR +il? | Ky—1,a)  (12)

[vgl. den dhnlich gebauten Ausdruck (10)], und entsprechend mit Neutronenoperatoren. In der ersten
Gleichung ist £F die 3-Komponente des Protonendrehimpulses im Hauptterm Tﬂ,, &, Im Grundzustand
ist I =Ky ; Gl. (12) vereinfacht sich damit und man hat keinen Beitrag von den dann nicht existierenden

Funktionen mit K =K+ 1. Als endgiiltiges Resultat erhalt man

P ON _ R _
n= ,H{gp‘? +ex A+ gr— 5| (8r—8r)

+ (gx —&r) ;KK"

Der Anteil proportional zu %2/0 riihrt her von der
K-Beimischung; der tibrige Anteil folgt aus der Wel-
lenfunktion Tfn,Ko [vgl. B, GIn. (IV,9), (IV,10)].
Bei Ableitung von (10) wurde 7 in GL (10) ersetzt
durch J* , sofern sich der Zustand y x,—1,» vom Haupt-
term durch andere Besetzung eines Protonenniveaus
unterscheidet, und durch 7N, sofern er sich durch die
Besetzung eines Neutronenniveaus unterscheidet.

Das Resultat (13) fiir das magnetische Moment
ist sehr dhnlich zu dem, das Bour und MorrELSoN
in C aus der Wellenfunktion von Incris abgeleitet
haben. In C, Gl. (6) wird eine GroBe gg' (im Ori-
ginal mit gg bezeichnet) definiert durch

g = g-2Re R CmlBEILIN g

i

wobei iiber die Zustinde aller Nukleonen zu sum-
mieren ist16, Die Summe werde nun wie bei der
Auswertung von Gl. (I, 35) aufgespalten in die An-

14 Die auftretenden Matrixelemente von J; * J, konnen un-
ter Verwendung von A, Gl. (119) leicht gebildet werden.
15 Der Operator U, 1dBt in Gl. (8) Funktionen auftreten, die
sich vom Hauptterm yg,, bei gleichem Q=K,, im Zu-
stand jeweils zweier Nukleonen unterscheiden. Die Matrix-
elemente des magnetischen Moments (Abschn. 2 und 4)
zwischen dem Hauptterm und diesen Zustdnden verschwin-

S"(Ko“l b“l _lJ°P1K0>

EKo EKo 1,
1, blfo“‘lszlKo> lz]} (13)
EAO—EKo 1,b

teile mit groflen und mit kleinen Energienennern.
Bei dem Anteil mit grolen Nennern spielt das ma-
gnetische Eigenmoment der Nukleonen keine wesent-
liche Rolle (wenigstens wenn die Summation haupt-
sichlich iiber abgeschlossene Schalen geht und die
Aufspaltung durch Spin — Bahn-Kopplung nicht grof8

ist) ; es gilt daher ndherungsweise

, _am oy |GIIPIO)
(&R ) groBe Nenner = Bett gfﬁe Ei—E,
Nenner
zZ 6 (2]
B e pne 15
A Oest &R Oett (15)

Die letzte Umformung beruht auf folgender Uber-
legung: Stinde in den Matrixelementen J; statt J,¥,

so hitte man (bis auf den Faktor @) genau den
Beitrag mit grofen Energienennern zum effektiven
Tragheitsmoment; nach Incuis ergibt das gerade das
hydrodynamische Trigheitsmoment © . Statt iiber
alle Nukleonen wird aber nur iiber die Protonen
summiert; das fiihrt ndherungsweise zu einem Fak-

den daher; die Matrixelemente des kollektiven Quadrupol-
moments (Abschn. 3 und 5) heben sich genau fort gegen
diejenigen Beitrige, die von den dann auftretenden zu-
sitzlichen Gliedern auf der rechten Seite von Gl. (23)
herriihren.

16 Vgl. (I, 35) und die dort gegebenen Erlauterungen.
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tor Z/A. Der Anteil mit kleinen Energienennern in Gl. (14) bezieht sich im Sinne des verwendeten

einfachen Modells 12
halt 17
2h*

’
leine N e, ]
(gR ) kleine Nenner B {gP ( . Exe—EKer1.0

' Z

Zustande mit K =K, + 1 treten zwar in Gl.(16) auf,

nicht jedoch in Gl. (13). Fiir den weiteren Vergleich

soll die Annahme gemacht werden

Z [{Ko+1,a| ]y | Ky [? =Y [(Ko—1,b|J | Ky [* (17)
+ Eky—EEKy+1,a % Eko—Eko-1,b

und entsprechend fiir /¥, /;N; diese Annahme, ge-

wohnlich mit E k statt Ex, wird an mehreren spite-
ren Stellen verwendet werden. Sie ist meist hinrei-
chend gut erfiillt. Spaltet man nun weiterhin Gl. (16)
auf in der Form

’ @ _@
(gR ) groBe Nenner = &R — &R — gf;f;f i

(18)
driickt @4 — O durch den Anteil mit kleinen Ener-
gienennern in der Formel von Ineuis (I,35) aus
und setzt gg’ ein in den Ausdruck

I

~ I R

Iz {ep 2%+ ax X+ gr'}
[vgl. den ersten Teil der rechten Seite von Gl.(13) ],
so erhalt man praktisch die vollstindige Gl. (13).
Der einzige Unterschied besteht darin, dal in (13)
die GroBe h2/@, in (19) jedoch h2/O; auftritt;
bei dem Vergleich muf} jedoch ohnehin © =0, ge-
setzt werden (vgl. FuBinote 7). Es ist vielleicht nicht
allzu iiberraschend, dal der kollektive Beitrag zum
magnetischen Moment, wie er nach Incris folgt, fiir
hochangeregte Rotationszustinde mit dem Resultat
dieser Arbeit iibereinstimmt (das wurde hier nicht
explizit gezeigt) ; die Ubereinstimmung auch fiir den

17 Es sei daran erinnert, daB Ex die Energie ist, die sich aus
(I, 20) ergibt, Eg jedoch allein der zu T proportionale
Anteil. Wire der Unterschied zwischen hydrodynamischem
und effektivem Trigheitsmoment klein, so wiirden sich
beide Energien nicht wesentlich unterscheiden. Diese An-
nahme mufl beim Vergleich der Resultate dieser Arbeit
und der nach IncLis gewonnenen offenbar stets gemacht
werden; siehe auch die kritischen Bemerkungen zur Me-
thode von Incris am SchluB8 von Teil I.

18 Ist A, (u=—2,...,+2) ein Tensoroperator zweiter Stufe
im Sinne von G.Racan (Phys. Rev. 62,438 [1942]), so gilt

(A,y=[3QI-1)I+1)I(21+3)]*
(TS (=1 T_, 4.,

4 g (S LKLl INIRY 3 [(K0—1,B LS KD\
B D EKQ—EK0+1,G T

auf Protonen- bzw. Neutronenzustinde mit jeweils einem bestimmten j; man er-

KKot+LlalJP|K) [P |y <K=L bIJP|Kp)[*

5 Eko—EKo-1,b )

16
7 Egy—EERy-1,b {16)

I

Grundzustand, unter der zusatzlichen Annahme (17),
diirfte mehr oder weniger ein mathematischer Zufall
sein.

Ein Vergleich des Ergebnisses (13) mit der Er-
fahrung erscheint nicht sinnvoll. Das zugrunde ge-
legte physikalische Modell ist in seinen Vereinfachun-
gen von der Wirklichkeit zu weit entfernt. Insbeson-
dere diirfte sich auf die wirklichen magnetischen
Momente auch die hier ganz vernachlissigte Bei-
mischung anderer Nukleonenkonfigurationen infolge
von Zwei- (oder Mehr-) Korper-Kraften auswirken.

2. Statisches elektrisches Quadrupolmoment

Der kollektive Beitrag (der hier allein berticksich-
tigt werden soll) zum kollektiven Quadrupolmoment
ist gegeben durch

Q= ZR¥(%")u-1

V5=

[B,Gl (V.3)]; die ax (= —2,...,+2) sind Gro-
Ben, die den kollektiven Zustand des Rumpfes be-
schreiben. Zur Auswertung dieses Ausdrucks lafit
sich im Prinzip eine Methode anwenden, die der in
Abschn. 2 benutzten ganz analog ist®; da sie wenig
gelaufig ist, soll jedoch ein anderer, auch bei der Be-
rechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten gang-
barer Weg eingeschlagen werden. Von den kollek-
tiven Parametern a,* im raumfesten System werde

(20)

wobei T, ein aus dem Drehimpulsoperator T gebildeter
Tensoroperator ist
T,=V3[8 L*—1(I+1)],
To1=F[(Uzxily) L+L(IzEily)],
Tt2= ([ziilgy)2 5
zur Begriindung siehe FuBnote 3. Der Ausdruck
M (=1rT_, A4,
v
ist drehinvariant und kann daher statt im raumfesten im
korperfesten System ausgewertet werden. — Die Groflen

a,* und nicht a, bilden einen Tensoroperator; vgl. B,
Gl (IL, 2).
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dabei iibergegangen zu denjenigen (o',*) im korper-
festen System verm6ge 19

Y D‘l’w( ) dV*, (21)  Zur Berechnung dieses Erwartungswertes reicht die

v Wellenfunktion erster Naherung, wie sie in (8) ange-
wobei die Div (%) Kreiselfunktionen sind2°. Der geben ist, nicht aus; vielmehr ist der Koeffizient von
Erwartungswert beziiglich ¢ (8,7) [vgl. (I,10)]
kann sofort gebildet werden ?' und man erhalt

Qs=-3' Z Ry B, (D 00 (99 Y- (22)

e k, in zweiter Naherung (aus der Normierungs-
bedingung) zu ermitteln

TI, = TI, 5 [ — 1 \ﬁ K{’,K,gj};‘il U14| I, K0> l% . 1 N\ |<I Ko 1, b| U, II Ky |? } (23)
M 5 l 2 T (EKo—EKo+1 a)? 2 T (EI\o Eho 1. b)2
22 D2 (9. 3KE—1(I+1)
Unter Beachtung von 2% (I, I,K] oo ()| LLK) = ITD @I+3) (24)
erhilt man bei Beschréinkung auf den Grundzustand (I =K;) schlieBlich
. 2 121-1) ( ) v[@fdblh—uﬂKQW
= 1-6 25
Os ﬂ‘a+1)21+3)l 26 (Eko—EKo-1,5)? (25)

In einem &hnlichen Zus.ammenhang [GL (I, 33)] B(L,1,—1,) = : [(Lay My | IR (L, ) | 1o, Me)|2.

wurde bereits diskutiert, daf} die vorliegende Theo-
rie zu gegebener (aber nicht direkt meBbarer) Ver-
formung f; ein kleineres Quadrupolmoment liefert
als die Auswertung durch Bonr und MorTELSON
[B, Gln. (V.6), (V.7)], bei der der subtraktive
Term fehlt. Diese Tatsache wirkt in der Richtung,
dall das zur wahren Verformung gebildete Trag-
heitsmoment groBer ist als das nach den iiblichen
Methoden aus dem gemessenen Quadrupolmoment
erschlossene. Allerdings ist dieser Unterschied meist
unbedeutend.

Berechnet man das elektrische Quadrupolmoment
fir die nach IncLis gebildete Wellenfunktion, so er-
gibt sich kein Analogon zu Gl. (25).

3. Magnetische Dipoliiberginge innerhalb einer
Rotationsbande

Statt der vollstindigen Ubergangswahrscheinlich-
keit soll hier und in Abschn. 4 die jeweilige redu-
zierte Ubergangswahrscheinlichkeit 23 berechnet wer-
den, die sich schreiben laf3t 24

19 Vgl. im wesentlichen A, Gl. (11) und Gl. (58) im Anhang
dieser Arbeit.

20 Sjehe I, FuBnote 5. Einige wichtige Formeln fiir das Rech-

nen mit Kreiselfunktionen sind im Anhang des vorliegen-

den Teils II zusammengestellt.

Siehe A, Gl. (12) (das dortige a, ist mit unserem a,’

identisch) und beachte, daB {cosy)=1, {(siny)=0.

2

-

(26)

Hierbei ist 2 (L, u) ein fiir den Ubergang charak-
teristischer Tensoroperator L. Stufe. Nach Racan 2?
konnen die Matrixelemente auf der rechten Seite
durch ein Produkt aus einem reduzierten Matrix-
element und einem CreBscH — Gornan-Koeffizienten 26
ausgedriickt werden

<I:11M (%(L,/.L)l]e,M(.)

= CED2 L Ima|1
= S ECTIAY

Wegen der Normierung der Cresscu — Gorpan-Ko-

effizienten folgt damit

B(L,1,—1,) = 2111+1

(27)
I.LM ul|l. LI, M,).

(LML) L)*,  (28)
sofern der Ubergang nach dem Vektormodell iiber-
haupt moglich ist, d. h.

E~LjREE L3l (29)

Die Aufgabe der Ermittlung der reduzierten Uber-
gangswahrscheinlichkeit ist damit zuriickgefiihrt auf
die der Berechnung des zugehorigen reduzierten
Matrixelements.

22 Vgl. Anhang, Gl. (55), und die expliziten Cressca—Gor-
pan-Koeffizienten im CoxpoN— SHORTLEY.

23 B, Gl (VIL, 1) und D, GL (9).

24 B, Gl. (VIL, 2) und D, GI. (8).

25 G. Racan, Phys. Rev. 62, 438 [1942].

26 Fiir die Cresscu— Gorpax-Koeffizienten soll die Bezeich-
nungsweise von E.U.Coxpox u. G.H. SrortLEY, The Theory
of Atomic Spectra, Cambridge 1935, verwendet werden.
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Der Operator fiir magnetische Dipoliiberginge ist
gegeben durch %7

(ﬂ%{)% {gP ]uP+g\ ]uN-‘i‘gR R }
eh 3 \%
2Mc(”—)

“{(gp—8r) /¥ + (gx—gr) J.N +gr 1.} .

(30)

M ist die Nukleonenmasse. Die Tensoroperatoren

erster Stufe J.F, J.N, R, I. sind definiert durch

Jop=jzp§ ]};1=$ = (]z +l-’yP) (31)
und entsprechend fiir JN, Rund I. Im folgenden
werden ebenfalls die Komponenten im korperfesten
System benotigt, die durch einen Strich gekennzeich-
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net werden sollen

Ft=I s ]:_Fl =% 1712 (£ 1ilsF) . (32)

Der Ubergang erfolgt durch die Transformation 8

MM1,u)= > Dy, (%) W ML»), (33)

wobei sich ' (M1,») in gleicher Weise durch die
korperfesten Operatoren [Gl. (32)] ausdriickt wie
M (M1, u) durch die raumfesten [Gl. (31)].

Mit dem eben definierten Operator ist nunmehr
das reduzierte Matrixelement fiir Wellenfunktionen
(8) im Anfangs- und Endzustand (mit dem jeweili-
gen I, oder I,) zu berechnen. Hierfiir stellt man das
Matrixelement zunachst fiir beliebige M,, M., u auf
und spaltet dann den entsprechenden CreBscH—GoRr-
pan-Koeffizienten ab. Das ist sehr leicht moglich, da
das Matrixelement von D,, (¥;) [Anh., Gl. (55)]

(IasMaaK I uy ﬁi)llmMeaKe):(_l)leuln+v<la,15Kas '—”lla-)l,]esKe> (Ie717Me7‘“[1e519Ia,Ma>

diesen als Faktor enthilt. Somit erhilt man 2
QL+ (L] MM || L) = (-1)ea

(I, 1,Kg, 1|1, 1,1, Ky +1)

eh
2Mc \ 4=

V2

(34)

Yo
) {(gp—gm{<13,1,K0,011a,1,1e,K0>-OP

N <Kol]1 _’]P’Ko"‘l a><1e,K 1 a|U1“qu0
T E EI\o*la

+ s L Kyt L, — L]0 L2 K} < ?““"”Ul"ﬂ”‘“ 1 Kt La | P i1 K

+ (I, 1,Ky, — 1|1, 1,1, Kg—1)

i {lys 1. Ky ~1, 1 | I Lo By Ky )

+ (gx —gr) {dasselbe mit ¥ statt ]—i’}J .

V2 & Egy—ERo+1.0
1\ (Ko | JP+i 1P| Ko—1,b) Jo, Ko=1.5| Uy | Lo, Ky)
V2 'b_ Ery—ERe-1,
Zm,g o| Uil Fa Ko—1,8) (Ky=1,b | J;P—i 3P| Ko} |
Eko—Eko-1.0 J
(35)

Der Ausdruck wurde unnétig allgemein angeschrieben; von Interesse ist nur

I,=1+1;

I.=I. (36)

Die Matrixelemente von U; sind nunmehr nach Gl. (10) (einschl. der hermitesch-adjungierten Gleichun-

gen) einzusetzen; dabei kann, wie bei Gewinnung von Gl. (13) wieder J durch JF bzw. JN ersetzt werden.
Es ist nun bemerkenswert, daB sich die /-abhéngigen Anteile in den Zusatzgliedern zusammenfassen lassen
zu einem Ausdruck, der proportional ist zur /-Abhingigkeit des Hauptterms 3

= Ko+1) (I+K0+1)

(I+1,1,K,,0[1+1,1,1,Ky) = — (I+1) 21+3) .

(37)

27 Vgl. im wesentlichen B, Gl. (VII,4) und die dhnlich ge- 28 Siehe D, Gl. (10) und Gl. (58) im Anhang.
baute Gl. (1) in der vorliegenden Arbeit. Hierbei wurde bereits benutzt, daf die Matrixelemente
von I, verschwinden fiir In#Ie .

19
©
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es gilt ndmlich 3°

G.LUDERS

S+, L,Ky 1| 1+1,1,1,Ky+1) ]/Q‘KWQM +(I+1,1, Ko+ 1, —1]|1+1,1,1,K,)

(I—K,+1) (I+Ky+2)

2

(I+1,1,Ky, —=1|1+1,1,1,K,—1) Vﬁﬂiﬁo)_(é—iﬂ —(I1+1,1,Kg—1,1]1+1,1,1,K,)

) Kt D U=Kot2)

2
Somit erhalt man schlieflich

@I+3)7 (I+1[|MMD|1) = - °*

Eky—Egy+1,a

— (Ko+1) (1+1,1,K,,0|714+1,1,1, K,),

(38)

=TT+ 1, LD s LLE R,

( ) (I+1,1,K,,0|I+1,1, IKO){gpQP—J,-g\;.QN—gR

"*;l(gng)((Kﬁl) 3 KoLl 1P +i 1P K

. 1)7'<K°‘1b”"’“’2p”‘°>'2) (39)

E EKo-1,b

ks (gN“gR) ((K0+1 Zl(Ko-Fl 0“1N+‘]°NIK0>’ + (K 1) y‘ |<K -1, bl-’lN_lijIKo> |2)]}
Exo—EKo-1,0

Efgy— EA0+1 a

Hieraus gewinnt man dann B(M1,7/+1—1I) gemif} Gl. (28).

Der geometrische Faktor, d. h. der die /-Abhén-
gigkeit angebende CLEBscH — Gorpan-Koeffizient, ist
also der gleiche in der urspriinglichen Rechnung von
Borr und MorreLson (B, Kap. VII) wie in der vor-
liegenden Behandlung. Eine Messung des Verhalt-
nisses von Ubergangswahrscheinlichkeiten innerhalb
einer Rotationsbande kann zwischen den beiden
Theorien daher nicht entscheiden 3!. In hoherer Na-
herung treten allerdings Abweichungen auf; da die
Storungsrechnung nicht gut gerechtfertigt ist, konn-
ten sich derartige Abweichungen wohl bemerkbar

gr =8r— 2 (ge—

6 Exky—EKo-1,0

Ein Vergleich mit dem Verfahren von Incus ist

bei der Berechnung von Ubergangswahrscheinlich-

keiten nicht moglich, denn diese sind wegen der

klassischen Behandlung der Rotation dort nicht de-
finiert.

4. Elektrische Quadrupoliibergiinge innerhalb
einer Rotationshande

Bei elektrischen Quadrupoliibergingen ist der
Operator, der in Gl. (26) fiir die reduzierte Uber-

30 Explizite Ausdriicke fiir die Cresscu— Gorpan-Koeffizien-
ten finden sich im Coxpox—SnortLEY (siehe FuBnote 29)
auf den Seiten 76 und 77. Hiermit lassen sich Gln. (38)
und (47) leicht nachpriifen.

31 Fiir experimentelle Daten siehe etwa D, Tab.II.

gR) VI<K0 1L,b|JP —"]°PIK0>|

machen. Auch ein Vergleich der absoluten Grofe
der Ubergangswahrscheinlichkeit mit dem magneti-
schen Moment des Grundzustandes fiihrt zu keiner
Entscheidung. Macht man néamlich wieder die A:-‘-

nahme (17) (mit EK statt Ex), so geht sowohl das

statische magnetische Moment (13) als auch das re-
duzierte Matrixelement (37) 32 aus den einfachen
Ausdriicken von Bonr und MorreLson (d. h. den
Formeln ohne Glieder prop. %?/@) hervor, indem
dort gg ersetzt wird durch 33

+(gy—gp) 3 [KomLlIN—iIN KD (40)
’ T Eko—EKo-1,b
gangswahrscheinlichkeit einzusetzen ist, gegeben
durch
E)JE(E2 ll)’“ ZeRo au (4‘1)

[B, GL.(VIL.5)]; dabei ist, wie in Gl. (20), nur der
kollektive Beitrag zum Quadrupolmoment bertick-
sichtigt. Nunmehr gehe man wieder, in Analogie zu
Gl. (33), zum korperfesten Koordinatensystem iiber
[siehe auch Gl.(21)]. Der Erwartungswert beziiglich

32 Beachte hierbei, daB K,=20.

33 Dieses gR ist im wesentlichen (d. h. fiir kleine Abweichun-
gen des effektiven Tridgheitsmoments vom hydrodynami-
schen Wert) identisch mit der durch Gl. (14) definierten
Grofle.
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@ (p.7) kann sofort gebildet werden [vgl. Ableitung von Gl. (22)] und man erhalt

(T, Mo | TR(E2, )| 1o, Me) = 2 Z e Ry? By (1, Mo | Dl (99)] 1o, M) . (42)

Wegen
<IaaMa7Ka ) DiO (ﬁi)llesMe7Ke> = (_ 1)19—13' <Iaa2aK.'l90{]aa 25183K(*><Ie9 23 Me,/u]le, 2a IaaMa> (4‘3)

[Anh., Gl. (55)] kann das durch Gl. (27) definierte reduzierte Matrixelement leicht angegeben werden;
dabei gilt offenbar K.~K.. (44)

Soll nun der niedrigste nicht-verschwindende Beitrag der K-Beimischung zum Matrixelement beriicksichtigt
werden, so ist wie bei Berechnung des statischen Quadrupolmoments die Wellenfunktion ¥ in der Ge-
stalt (23) zu verwenden. Man erhilt auf diese Weise

2L+ 1) 7" (L] ME)||I)

= e 431 ZeR,Fﬁl[(Ia,Z, K,,0|1.,2,1., K,)

<1_ 1 ;\}<1a Ko+1,a| Uy | In, Ko 4| {le, Ko+1,a| Uy [ Ie, Ko |2
(EI\() El\o+l a)?

_1v¥ | {Ia. Ky —1,0 | U, “a,Ko>|2+|<IeaKo—l b|U1,1esKo>]> (45)

2.—4

b (Eko—EKo-1.5)*
i <la:2>K0+190![a,25103K0+1> Z | {Ta, Ky | Uy | Ia, K i} ay{le,Ky+1,a| Uy | I, K,,
(Eko—EKo+1.0)®
+(I,,2,Ky—1, 0][’“2 I..K,— 1> V‘Wm,K | Uy | In, Ky—1, by {Ie,Ko—1,0| U, | I, Ko>]
(Eky—Eko-1,0)

Die Matrixelemente von U, sind hier wieder gemiiﬁ Gl. (10) durch diejenigen von J auszudriicken.
Nunmehr ist Gl. (45) zu spezialisieren fiir die beiden vorkommenden Fille. Zunichst werde behandelt

I,=1+2; I.=1I. (46)

Man findet 30
—(1+2,2,K,0[1+2.2,1,K,) $ [(I - Ky+2) (I+Ky+3) + (I —Ko) (I +Ky+1)]
+{14+2,2 Kyt L0142, 2. L K+ 13 VUK +2) [+ K + ) T -K)) T+ Ky + 1)
= {142,2,K,0|742,2, 1K} (3+2K,) »
—3(1+2,2,K,0[1+2,2,1,Ky) [(I+Ko+2) (1Ko +3) + (I+Kg) (I - Ky+1)] (47)
89, Ky~ 101148, 5K 1) VU~ K54 2) (I + K+ BV U =K} (T + By 1)
~ {1422, K,,011+2,2, LK, (3-2K,).

Damit gewinnt man schlieflich

(21+5)""(I1+2||ME2)||]) = 43 ZeRy By (1+2,2,K,y,0[1+2,2,1,K,) (48)
{1_( ) [(3+2K) V|<K0+1 alli+ils | Koy 2 +(3-2K) ¥ V’(Ko—‘l b|Jx—1Jz|Ko>|’]}
= (EKo EI\0+1 a)? T (EKo EKo-1,0)?

Es tritt also der gleiche geometrische Faktor

_ 1/30—Ko+1) I+Ky+1) U—Ko+2) (I +K,o+2)
(1+2,2,K,0[1+2,2,1,K) = |/ 2(I+1) 2 1+3) (I+2) 2 1+5) G

auf wie bei der Auswertung in B [ohne Anteil prop. (h?/©)2]. Unter der zusitzlichen Annahme (17) (mit

E K statt Eg) ist das Zusatzglied iiberdies identisch mit dem, das bei dem statischen Quadrupolmoment (25)
auftritt.
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Entsprechend wird jetzt der Fall
ausgewertet. Man erhalt

(21+3>—‘/=/1+1H>7J2(E2)i‘ )

=~ 2 ZeR2B(1+1,2,K,,0]1+1,2, IKO){ ("‘2) [[3K0+(2K(,’~1’—21)]

I,=1+1;

ROTATIONSZUSTANDE DER ATOMKERNE II

I,=1 (50)

20 (51)

Y 1<K0+1 va|Ji+ils| Ko 2 +[3Ky— (2K2—12-21)] V(K1 b[’l“ljleoNz”
@ (El\o EK0+1 a)? T (El\o—El\o 1,52
mit (I1+1,2,K,,0]1+1,2,1,K,) = — K, /ﬂv"ﬁil) UK, tD) (52)

Die gleiche I-Abhingigkeit wie ohne K-Beimischung
tritt hier nur auf, wenn Annahme (17) erfiillt ist.
Dann aber ist das Zusatzglied wieder identisch mit
dem, das bei dem statischen Quadrupolmoment vor-
kommt.

Die vorliegenden Formeln gelten fir Ky+0 (und
+1/2, 1, 3/2) ; der Ausnahmefall von E 2-Ubergin-
gen innerhalb einer Rotationsbande mit K, =0 und
einem zugehorigen Nukleonenzustand, der durch
paarweise Besetzung aller Nukleonenniveaus =+ o
entsteht, ist bereits in Gl. (I,33) (u.U. mit einer
Summe statt eines einzelnen Terms) angegeben wor-
den. Der praktisch bedeutungslose Fall, dal K,=1
und daf} unter den hiermit kombinierenden Zustén-
den mit K,=0 auch einer vom eben genannten Typ

f (D, )] Dy, (8) d(Volumen) =0y, w055, 57 t f i¥olumen),

I(I+1) (21+3) (1+2)

vorkommt, 1Bt sich ebenfalls leicht behandeln; ein
solcher Fall fiihrt allerdings zu Komplikationen bei
der Gewinnung des Tragheitsmoments.

Anhang: Das Rechnen mit Kreiselfunktionen

Da es schwierig ist, aus der vorliegenden Literatur
die hauptsiichlich benotigten Beziehungen fiir das Rech-
nen mit Kreiselfunktionen zu entnehmen, seien sie zur
Bequemlichkeit des Lesers hier zusammengestellt. Die
aufgefiihrten Beziehungen lassen sich sémtlich ziemlich
einfach mit gruppentheoretischen Mitteln beweisen,
wenn man die in Teil I, Fulinote 15, angegebene Bezie-
hung zwischen Kreiselfunktionen und Darstellungs-
matrizen der Drehgruppe beachtet. Die so definierten
Kreiselfunktionen sind nicht normiert, vielmehr gilt

(53)

wobei das Integrationsvolumen bei iiblicher Definition der EuLerschen Winkel gegeben ist durch

f d (Volumen) =8 2.

(54)

Der durch Gl (53) geforderte Normierungsfaktor 1/(21-+1)/8 #% ist bei Angabe von Wellenfunktionen stets
fortgelassen, bei Berechnung von Matrixelementen jedoch beriicksichtigt worden.
Fiir Matrixelemente von (nichtnormierten!) Kreiselfunktionen gilt

(I, My, Ky | DY, (9) | I, Ms, K3) = ]/2 Iyt (I, L, My, pt| Iy, L Iy, My) (I, L Ky, v

26L+1

I?vL911’K1> (55)

::(_ )’"_111w (121La M2»;uII29 Lv IlvM1> (lh La Kly —VIII’L’I29K2> '

Die reellen GroBen (Iy, L, M,, u ] I, L, 1, M) usw.
sind CresscH — Gorpan-Koeffizienten in der Bezeichnung
von Coxpox — SuorTLEY 2630, Das erste Gleichheitszei-
chen gilt allgemein, das zweite fiir die von Conpox —
SuorTLEY und vielen anderen Autoren gewahlten Pha-
sen der CLesscH — Gorpan-Koeffizienten. Die in Gl.(55)
stehenden CLeBsca — Gorpan-Koeffizienten verschwinden
nur dann nicht, wenn

My=Ms+u bzw. K;=K,+» (56)
und wenn Iy, I, und L in einer Dreiecksrelation stehen

[L-L|SLZLi+1,. (57)

Ist T, ein Tensoroperator im Sinne von Racam 23,
d. h. ein Satz von GroBen, der bei Drehung eines kar-
tesischen Koordinatensystems transformiert wird wie
(bei ganzzahligem L) die Kreiselfunktionen Y7, (9, ¢)
einer raumfesten Richtung %, ¢, so gilt folgende Be-
ziehung zwischen den auf raumfeste Achsen bezogenen
Groflen T[,‘“ und den auf kérperfeste Achsen bezogenen

Grollen TL,,

TL[‘= y ,uv (ﬂ) TL (58)

mit unnormierten (!) Kreiselfunktionen [vgl. D, GI.

(10)].



