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Die in Teil I berechnete Wel lenfunkt ion für den Rotationszustand eines Atomkerns unterscheidet 

sich von der ursprünglich von BOHR und MOTTELSON angegebenen dadurch, daß die Komponente K 
des Gesamtdrehimpulses in der Figurenachse des verformten Kerns keine gute Quantenzahl ist. 

Im vorliegenden Teil I I wird die Auswirkung dieser ^-Beimischung auf die Momente des Grund-

zustandes und auf elektromagnetische Übergänge innerhalb einer Rotat ionsbande untersucht. Es 

zeigt sich, daß sich die K-Beimischung hierbei praktisch nicht bemerkbar macht ; bei dem statischen 

magnetischen Moment ergibt sich überdies ein Zusammenhang mit einem Resultat , das von BOHR 

und MOTTELSON nach der Methode von INGLIS gewonnen worden ist. 

Im ersten Teil dieser Arbe i t 2 wurde versucht, die 

D i s k r e p a n z zw i schen d e m v o n BOHR u n d MOTTELSON 3 

gewonnenen theoretischen Ausdrude für das mecha-

nische Trägheitsmoment von Kernen, die Rotations-

banden zeigen, und den Beobachtungen in Zusam-

menhang zu bringen mit dem Vorhandensein ener-

getisch benachbarter Besetzungsmöglichkeiten für die 

einzelnen Nukleonen. Das ursprüngliche physikali-

sche B i l d 3 wurde beibehalten: nur die äußersten 

Nukleonen wurden als individuelle Teilchen behan-

delt, die sich im Sinne des Schalenmodells in einem 

gemeinsamen Potential bewegen; die Gesamtheit der 

inneren, abgeschlossene Schalen und Unterschalen 

bildenden Nukleonen (der Rump f ) wurde jedoch im 

Sinne des Tröpfchenmodells als inkompressible Flüs-

sigkeit aufgefaßt, die nur wirbelfrei strömen kann; 

die Wechselwirkung zwischen Rump f und äußeren 

Nukleonen erfolgt dadurch, daß die räumliche Ge-

stalt des Potentials durch diejenige des Rumpfes 

b e s t i m m t i s t 4 . W ä h r e n d BOHR u n d MOTTELSON ( B ) 

aus diesem physikalischen Modell als Trägheits-

moment [d. h. die Größe © in der empirischen Be-

ziehung ( I , 1 )] den Wert für wirbelfreie Strömung 

* Z u s a t z b e i E i n r e i c h u n g d e r A r b e i t : Durch 

die räumliche Ent fernung zwischen meinem gegenwärtigen 

Arbeitsplatz und meinem Heimat inst i tut hat sich die Ein-

reichung verzögert. Me ine Beurtei lung des Problems der 

Trägheitsmomente hat sich inzwischen etwas gewandelt. 

Trotzdem möchte ich den I I . Teil dieser Arbeit im wesent-

lichen in der Form zum Druck geben wie ich ihn im Sep-

tember 1956 niedergeschrieben habe. 
1 Gegenwärtige Adresse: Department of Physics, Massachu-

setts Institute of Technology, Cambridge, Mass., U.S.A. 
2 G . LÜDERS, Z. Naturforschg. 11 a, 617 [1956]. Diese Arbeit 

wird im folgenden durch (Teil) I abgekürzt ; Gleichungen 

aus dieser Arbeit [z. B . G l . (1)] werden in der Form (I, 1) 

zitiert. 
3 A . BOHR, Dan . Mat . Fys. Medd . 26, Nr . 14 [1952]; im fol-

genden durch A abgekürzt. A . BOHR U. B. MOTTELSON, Dan . 

Mat . Fys. Medd. 27, Nr . 16 [1953] ; durch B abgekürzt. 

erhalten, wurde in I ein allgemeinerer Ansatz für 

die Wellenfunktion verwendet, der in Ubereinstim-

mung mit der Erfahrung zu einer erheblichen Ver-

größerung des Trägheitsmoments führt. Das formale 

Ergebnis wurde in Teil I nicht quantitativ ausgewer-

tet, da die Gültigkeitsgrenze der bei Bestimmung 

der Energie (und damit des Trägheitsmoments) ver-

wendeten Störungsrechnung überschritten werden 

mußte. Das Schwergewicht dieser Arbeit liegt über-

haupt nicht auf der numerischen Seite; vielmehr soll 

qualitativ eine Richtung erkundet werden, in der 

die Weiterentwicklung des kollektiven Modells ge-

sucht werden könnte. 

Beim gegenwärtigen Stand der theoretischen Kern-

physik ist man bei der Behandlung schwerer Kerne 

(praktisch oberhalb des Deuterons) auf Näherungs-

annahmen bzw. Modellvorstellungen und Modell-

ansätze angewiesen. Bisher ist es nicht möglich, 

direkt aus den (überdies ja unbekannten) zwischen 

den Nukleonen wirkenden Kräften auf Eigenschaf-

ten der Kerne zu schließen und so etwa Trägheits-

momente zu berechnen Zwar kann man ein be-

stimmtes Modell durch ein anderes ersetzen (z. B. 

4 Der HAMILTON-Operator, der diesem physikalischen Bi lde 

entspricht, ist u. a. in G in . (I , 2) ff. angegeben. 
5 Die ersten aussichtsreichen Ansätze zur Behand lung quan-

tenmechanischer Vielkörperprobleme (speziell m i t Anwen-

dung auf Atomkerne) gehen auf BRUECKNER zurück (K. A . 

BRUECKNER U. C . A . LEVINSON, P hy s . Rev . 97 , 1344 [1955] ) ; 

wegen Weiterentwicklung der Methode siehe insbesondere 

eine Arbeit von H . A . BETHE (Phys. Rev. 103,1353 [1956]; 

dort auch weitere Literaturzitate). Einer Bemerkung von 

BETHE über die Anwendbarkei t der Methode auf das kol-

lektive Model l möchten wir allerdings nicht zustimmen. 

Bei dem kollektiven Mode l l handelt es sich um mehr als 

nur um die Berechnung von Nukleonenzuständen in einem 

deformierten Potent ia l ; z. B. würde man auch das Träg-

heitsmoment einer Rotat ionsbande bestimmen wollen. 
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das ursprüngliche kollektive Model l (A, B) durch 

die andersartige Vorstellung von INGLIS 6 ) ; die 

Glaubwürdigkeit eines bestimmten Modells läßt sich 

jedoch nicht zwingend belegen Es erscheint daher 

gegenwärtig ausgeschlossen, den ganzen Problem-

kreis der Rotat ionsbanden überzeugend aufzuklären. 

Die vorliegende Arbeit ist konservativ in dem Sinne, 

daß sie das ursprünglich kollektive Modell als mit 

der empirischen Diskrepanz der Trägheitsmomente 

qualitativ verträglich erweist; dabei ergeben sich 

überraschende Zusammenhänge 8 mit der neueren 

von INGLIS vorgeschlagenen Methode c . 

D ie an Rotat ionsbanden experimentell beobacht-

baren Größen beschränken sich nicht auf die Lage 

der Energieniveaus und damit im wesentlichen die 

Trägheitsmomente. Vielmehr sind auch die statischen 

Momente des Grundzustandes und Übergangswahr-

scheinlichkeiten zwischen den einzelnen Niveaus der 

Beobachtung zugänglich; theoretisch sind sie durch 

die Wel lenfunkt ionen des Grundzustandes bzw. des 

Anfangs- und Endzustandes eines Überganges be-

stimmt. D ie mathematische Auswertung des kollek-

tiven Modells, so wie sie in Teil I gegeben wurde, 

unterscheidet sich von der ursprünglichen (A, B) 

durch den allgemeineren Ansatz für die Wellenfunk-

t i o n . W ä h r e n d n ä m l i c h BOHR u n d MOTTELSON an-

nehmen, daß die Komponente K des Gesamtdreh-

impulses in Richtung der Achse des verformten 

Kerns eine gute Quantenzahl ist, ergab sich in I eine 

erhebliche Beimischung von Zuständen mit benach-

barten .K-Werten. I m vorliegenden Teil I I wird nun 

untersucht, wie sich diese K-Beimischung in stati-

schen Momenten und Übergangswahrscheinlichkeiten 

bemerkbar macht und ob damit experimentell für 

oder gegen das verwendete Model l und seine mathe-

matische Auswertung entschieden werden kann. 

Es zeigt sich dabei, daß sich die K-Beimischung 

an den elektromagnetischen Übergängen innerhalb 

einer Rotat ionsbande ( im wesentlichen M l und E2) 

praktisch nicht erkennen läßt. Berechnet man näm-

6 D . INGLIS, Phys. Rev. 96, 1059 [1954]; 97, 701 [1955] und 

1 0 3 , 1 7 8 6 [ 1 9 5 6 ] . A . BOHR u . B . MOTTELSON , D a n . M a t . 

Fys. Medd . 30, Nr . 1 [1955]; durch C abgekürzt. 
7 Das dürfte auch für die interessanten Untersuchungen von 

S. A . MOSZKOWSKI (Phys. Rev. 103,1328 [1956]) zur Selbst-

konsistenz eines dem iNGLisschen Bi lde ähnlichen Modells 

gelten. 
8 Siehe Teil I , Abschn. 3, und den Schluß von Abschn. 2 im 

vorliegenden Teil I I . 
9 S i ehe B , K a p . V I I , u n d insbesondere G . ALAGA, K . ALDER, 

A . BOHR u . B . R . MOTTELSON , D a n . M a t . F y s . M e d d . 2 9 , 

Nr. 9 [1955] (durch D abgekürzt) . Diese Unveränderlich-

lich den Einf luß dieser Beimischungen in der nied-

rigsten nicht-verschwindenden Näherung, so erwei-

sen sich die von den beteiligten Drehimpulsen ab-

hängigen geometrischen Faktoren als unverändert 

gegenüber der ursprünglichen Theorie von BOHR und 

MOTTELSON9; allerdings wird j a der Gültigkeits-

bereich der Störungsrechnung überschritten, so daß 

derartige Schlüsse nur beschränkt richtig sind. 

Auch der Zusammenhang zwischen den Matrix-

elementen für magnetische Dipol- ( M l ) bzw. elek-

trische Quadrupolübergänge (E 2) und dem stati-

schen magnetischen Dipol- bzw. elektrischen Quadru-

polmoment des Grundzustandes bleibt im wesent-

lichen unverändert erhalten, obwohl diese Momente 

selbst durch die K-Beimischung beeinflußt werden. 

Bei dem statischen magnetischen Moment ergibt sich 

überdies ein bemerkenswerter Zusammenhang zwi-

schen dem hier erhaltenen Resultat und dem, das 

BOHR u n d MOTTELSON n a c h d e r M e t h o d e v o n INGLIS 

gewonnen haben 1 0 . Für Übergangswahrscheinlich-

keiten ist kein Vergleich mögl ich; sie lassen sich 

nach dem Verfahren von INGLIS nicht ermitteln, da 

die kollektive Rotat ion des Kerns dort klassisch be-

handelt wird. 

Während sich die K-Beimischung auf Übergänge 

innerhalb einer Rotationsbande also nicht auswirkt, 

ist zu erwarten, daß sie eine Rol le spielt bei Über-

gängen zwischen Niveaus, die verschiedenen Banden 

gehören (/-Übergängen zwischen verschiedenen Ban-

den desselben Kerns und /^-Übergängen zwischen 

verschiedenen Kernen) . Einerseits sollte sich dann 

eine stärkere Abweichung der Verhältnisse von 

Übergangswahrscheinlichkeiten von den einfachen 

geometrischen Faktoren der ursprünglichen Rech-

nungen (B, D ) zeigen, andererseits ist eine stärkere 

Durchbrechung des .K-Verbots („K-forbiddeness") 

zu erwarten n . Wegen der mannigfal t igen Möglich-

keiten für derartige Übergänge wurde dieser Punkt 

nicht genauer untersucht. 

keit der geometrischen Faktoren ist von A . K . KERMAN, 

Dan. Mat . Fys. Medd . 30, Nr . 15 [1956], in einem etwas 

anderen Zusammenhang ebenfalls bemerkt worden; KER-

MAN spricht von einer Renormierung der elektrischen und 

magnetischen Momente. 
10 Siehe C, Gl . (6) ; die Gleichung ist als G l . (14) in der vor-

liegenden Arbeit mitgeteilt. 
11 Die Möglichkeit derartiger Abweichungen und Durchbre-

chungen wird in D diskut iert ; al lerdings wird dort an-

genommen, daß die ^-Beimischungen wesentlich kleiner 

sind als sie sich bei uns ergeben. 



1. Stat isches magnet i sches D i p o l m o m e n t 

Nach dem kollektiven Model l ist das magnetische 

Dipo lmoment (ausgedrückt in Kernmagnetonen) 

eines Zustandes, insbesondere des Grundzustandes, 

gegeben durch 

/* = (gP / / + gS + gR Rz) M = 7 ( 1 ) 

[vgl. den ähnlichen Ausdrurck in B, Gl. ( IV . 3 ) ] . 

Hierbei sind gp bzw. gjq- die gyromagnetischen Ver-

hältnisse für Protonen bzw. Neutronen in einem 

Zustand des jeweiligen j  1 2  

1 
g = gi± 

2 / + ! 
( g s - g i ) für / = / + i 

wobei 

gl = 1 , gs — 5 ,585 für Protonen, 

gl = 0 , gs= — 3 ,826 für Neutronen. 

(2) 

(3) 

D ie Größe gR stellt den g-Faktor des Rumpfes dar ; 

m i t BOHR u n d MOTTELSON (B , K a p . I V ) werde gesetzt 

SR = Z/A (4) 

(Z Ordnungszahl , A Massenzahl des Kerns) . 7P bzw. 

/ N stellen die (durch h geteilten) Gesamtdrehimpulse 

der individuel l behandelten Protonen bzw. Neutro-

nen dar ; R ist der Dreh impuls der kollektiven Be-

wegung des Rumpfes ; es sind die Komponenten 

bezüglich der raumfesten z-Richtung zu bilden. Der 

Erwartungswert in (1) ist zu berechnen für den-

jenigen Zustand, bei dem die Komponente M des 

Gesamtdrehimpulses in der ^-Richtung den maximal 

möglichen Wert / hat. 

Es ist zweckmäßig, R auszudrücken durch den Ge-

samtdrehimpuls 7 und die individuel len Drehimpulse 

der beiden Nukleonensorten 

R=I -J = / - 7 P - 7 N 
(5) 

(vgl. I , Fußnote 3 2 ) . Nach bekannten Methoden 1 3 

wandelt man sodann (1) um in eine Gleichung, bei 

der eine bestimmte Wah l von M nicht mehr erfor-

derlich ist 

+ ( g x ~ g R ) ( 7 - n + g R l } . (6) 

Die Skalarprodukte sind drehinvariant, also z. B. 

= 7j + 1-2 Jo F + /g 73
P  

7) 

(x, y, z = raumfeste Richtungen; 1, 2, 3 = körper-

feste R ichtungen) ; der Ausdruck rechts vom zweiten 

Gleichheitszeichen erlaubt die Auswertung mittels 

der früher gewonnenen Wel lenfunkt ion, die sich auf 

körperfeste Richtungen bezog. 

D ie Wellenfunktion, die sich nach den Rechnun-

gen von Teil I ergibt, wurde dort nicht explizit mit-

geteilt. Sie lautet [abgesehen vom ß- und y-abhän-

gigen Anteil , vgl. (1 ,10) ] in erster störungstheore-

tischer Näherung 

„+l,a 

+1 y W i . » ^ y ^ i w . ( 8 ) b Ejio — EKO -l,b 

Die Funkt ionen W l
M K , A-o+1 a usw. sind in 

(1 ,17) angegeben; der Index a bzw. b soll ver-

schiedene mögliche Nukleonenkonfigurationen zum 

gleichen Wert von Q = K0 + 1 bzw. D = K0— 1 un-

terscheiden. D ie Energien EKQ usw. ergeben sich 

durch Anwendung von H0 [Gl. ( I , 20) ] auf die je-

weilige Wellenfunktion. Es ist 

(7, K0 + 1, a | üx 11, K0) === ( I U, | K , k . ) 

(9) 

mit U1 nach Gl. ( 1 , 2 1 ) ; da das Matrixelement von 

M nicht abhängt, wurde M auf der l inken Seite fort-

gelassen. Explizit ist 

{I,K0+l,a\U1\l,K0)= - J^V(I-K0) (I + K0 + 1) (K0 + l,a\j1 + iJ2 |*0) , 

(I,K0-l,b\U1\I,K0) = - ^ V ( I + K0) (1-K0 + 1) ( K . - ^ b l J . - i h l K , ) , 

(10) 

2 0 

12 Den Rechnungen wurde in dieser Arbeit ein vereinfachtes 13 Für den Erwartungswert eines beliebigen Vektoroperators 

Modell zugrunde gelegt, bei dem die individuell behandel- A gilt die Identität 

ten Protonen jeweils alle gleichen Gesamtdrehimpuls j be- </ ̂ y _ j - i (T- A ) 

Die rechte Seite ergibt sich im wesentlichen aus den drei 
sitzen und entsprechend die individuell behandelten Neu-

tronen, wobei das j der Protonen mit dem der Neutronen 

natürlich nicht übereinzustimmen braucht. Forderungen, daß sie wie die linke Seite linear in A ist 

und Vektorcharakter besitzt, und daß das Gleichheitszei-

chen insbesondere für A — I richtig ist. 



wobe i 1 4 

( £ 0 + l , a | / 1 + i J 2 \K 0 ) = {x K t + l t a \j 1 + i J 2 \ x K t ) . (11) 

Au f der rechten Seite von Gl. (10) tritt ein zusätzlicher Faktor auf, wenn für eine der beteiligten 

Wel lenfunkt ionen Q = K = 0 und hierbei überdies jedes Nukleonenniveau ± co doppelt besetzt ist. 

Fälle, bei denen Q = K =  1/2 ist und die zu Schwierigkeiten in den Energie-Nennern führen können, sollen 

wie in Teil I auch hier nicht behandelt werden. I n Gl. (8) ist der Beitrag von U0 [Gl. ( 1 , 21 ) ] zur abge-

änderten Wel lenfunkt ion fortgelassen worden. Das ist im allgemeinen nicht gerechtfertigt; bei den hier 

zu lösenden Problemen spielt dieser Beitrag jedoch keine Rol le 15. 

Bei der Auswertung von (6) unter Beachtung von (7) sind Ausdrücke der folgenden Gestalt zu bilden 

(1'M,Kt | h A P + /2 /2
p I y'M,Kt-i,b) = h Vjr+KjiT- K0+ 1) (/Co I A p + i J 2

p I K0 - 1, a) (12) 

[vgl. den ähnlich gebauten Ausdruck; ( 10 ) ] , und entsprechend mit Neutronenoperatoren. I n der ersten 

Gleichung ist Q F die 3-Komponente des Protonendrehimpulses im Hauptterm • I m Grundzustand 

ist I = K0 ; Gl. (12) vereinfacht sich damit und man hat keinen Beitrag von den dann nicht existierenden 

Funkt ionen mit K = K0 + 1 . Als endgültiges Resultat erhält man 

' + 1 L ° L T EK,-EK,-l.b 

+ fe - g.) 2 I (13) 
b EKQ — EKQ—I, b Jl 

Der Anteil proport ional zu h 2/0 rührt her von der 

.K-Beimischung; der übrige Antei l folgt aus der Wel-

lenfunktion W'M,Kt [vgl. B , Gin. ( IV , 9 ) , ( IV , 10 )] . 

Bei Ablei tung von (10) wurde J in Gl. (10) ersetzt 

durch J v , sofern sich der Zustand 2a'0-i,& vom Haupt-

term durch andere Besetzung eines Protonenniveaus 

unterscheidet, und durch / N , sofern er sich durch die 

Besetzung eines Neutronenniveaus unterscheidet. 

Das Resultat (13) für das magnetische Moment 

ist sehr ähn l i ch zu dem , das BOHR u n d MOTTELSON 

i n C aus der Wel lenfunkt ion von INGLIS abgeleitet 

haben. I n C, Gl. (6) wird eine Größe ( im Ori-

ginal mit gR bezeichnet) definiert durch 

= 'S 

h2 

@eff 
2 R e I 

<0 1 I 0 <» I / i I 0) 
Ei~E0 

(14) 

wobei über die Zustände aller Nukleonen zu sum-

mieren ist 1 6 . D ie Summe werde nun wie bei der 

Auswertung von Gl. ( I , 35) aufgespalten in die An-

teile mi t großen und mi t kleinen Energienennern. 

Bei dem Anteil mit großen Nennern spielt das ma-

gnetische Eigenmoment der Nukleonen keine wesent-

liche Rol le (wenigstens wenn die Summat ion haupt-

sächlich über abgeschlossene Schalen geht und die 

Aufspaltung durch Spin — Bahn-Kopplung nicht groß 

is t ) ; es gilt daher näherungsweise 

(er -  2 K~ V 
VöR / große Nenner — >s 

©eff große 
Nenner 

Z 0 

A ©eff 

fl|/ip|0>l' 

Ei —En 

G 
(15) 

Die letzte Umfo rmung beruht auf folgender Uber-

legung: Stände in den Matrixelementen statt J t
p , 

so hätte man (bis auf den Faktor ©^ff1) genau den 

Beitrag mit großen Energienennern zum effektiven 

Trägheitsmoment; nach INGLIS ergibt das gerade das 

hydrodynamische Trägheitsmoment 0 . Statt über 

alle Nukleonen wird aber nur über die Protonen 

summiert ; das führt näherungsweise zu einem Fak-

14 Die auftretenden Matrixelemente von / t ± J2 können un-

ter Verwendung von A, Gl. (119) leicht gebildet werden. 
15 Der Operator U0 läßt in Gl. (8) Funktionen auftreten, die 

sich vom Hauptterm XKo' bei gliche111 i m Zu-

stand jeweils zweier Nukleonen unterscheiden. Die Matrix-

elemente des magnetischen Moments (Abschn. 2 und 4) 

zwischen dem Hauptterm und diesen Zuständen verschwin-

den daher; die Matrixelemente des kollektiven Quadrupol-

moments (Abschn. 3 und 5) heben sich genau fort gegen 

diejenigen Beiträge, die von den dann auftretenden zu-

sätzlichen Gliedern auf der rechten Seite von Gl. (23) 

herrühren. 
16 Vgl. (I, 35) und die dort gegebenen Erläuterungen. 



tor Z/A. Der Anteil mit kleinen Energienennern in Gl. (14) bezieht sich im Sinne des verwendeten 

einfachen Model ls 1 2 auf Protonen- bzw. Neutronenzustände mit jeweils einem bestimmten / ; man er-

hält 17 

/ ' 1 n . XT _ [ / y K g p + M l A P l / i : , ) ! * y | < * . - ! , »|/ tP|S.)|*X 
V&R ) kleine Nenner — ~ TS— { öP I /_> r ^ r / , „ „ I 

©eff ( \a EKO — EKO+I.O ~ EK0~EK0-l,b ) 

+ B S ( i 1 < v g + z ' ( V 1 , / , N '1 g j > J i ) } • < 1 6> 
\b Eko — Eko + 1,0 EKo — EKo-l,b J) 

Zustände mit K = K 0 + 1 treten zwar in Gl. (16) auf, 

nicht jedoch in Gl. (13) . Für den weiteren Vergleich 

soll die Annahme gemacht werden 

y 1 < * . + ! , « 17t |g,>l» = y K g . - i . 6 l / i l A : . > |« ( 1 7 ) 

— EK0 — EKQ + 1,0 Ö EKO—EKO -l,b 

und entsprechend für J ^ , / 1
N ; diese Annahme , ge-

wöhnlich mit ER statt ER, w i rd an mehreren späte-

ren Stellen verwendet werden. Sie ist meist hinrei-

chend gut erfüllt. Spaltet man nun weiterhin Gl. (16) 

auf in der Form 

(^R ') große Nenner = gR ~ gli " Q ^ > (18) 

drückt @eff — & durch den Antei l mit kleinen Ener-

gienennern in der Formel von INGLIS (1 ,35) aus 

und setzt g^ ' ein in den Ausdrude 

{ g p O p + g x a » + g R ' } ( i 9 ) 

[vgl. den ersten Teil der rechten Seite von Gl. ( 13 ) ] , 

so erhält man praktisch die vollständige Gl. ( 13 ) . 

Der einzige Unterschied besteht darin, daß in (13) 

die Größe h 2/0 , in (19) jedoch h 2/0e{f auftritt; 

bei dem Vergleich muß jedoch ohnehin 0 « @ e f f ge-

setzt werden (vgl. Fußnote 1 7 ) . Es ist vielleicht nicht 

allzu überraschend, daß der kollektive Beitrag zum 

magnetischen Moment , wie er nach INGLIS folgt, für 

hochangeregte Rotationszustände mit dem Resultat 

dieser Arbeit übereinstimmt (das wurde hier nicht 

explizit gezeigt); die Ubereinst immung auch für den 

17 Es sei daran erinnert, daß ER die Energie ist, die sich aus 

(I, 20) ergibt, ER jedoch allein der zu T proportionale 

Anteil. Wäre der Unterschied zwischen hydrodynamischem 

und effektivem Trägheitsmoment klein, so würden sich 

beide Energien nicht wesentlich unterscheiden. Diese An-

nahme muß beim Vergleich der Resultate dieser Arbeit 

und der nach INGLIS gewonnenen offenbar stets gemacht 

werden; siehe auch die kritischen Bemerkungen zur Me-

thode von INGLIS am Schluß von Teil I . 
18 Ist A u ( J a= — 2 , . . . , + 2) ein Tensoroperator zweiter Stufe 

im Sinne von G. RACAH (Phys. Rev. 62,438 [1942]), so gilt 

< ^ > = [ f (2 7 - 1 ) (7+1) 7(2 / + 3 ) ] - 1 

Grundzustand, unter der zusätzlichen Annahme (17 ) , 

dürfte mehr oder weniger ein mathematischer Zufal l 

sein. 

E in Vergleich des Ergebnisses (13) mit der Er-

fahrung erscheint nicht sinnvoll. Das zugrunde ge-

legte physikalische Modell ist in seinen Vereinfachun-

gen von der Wirklichkeit zu weit entfernt. Insbeson-

dere dürfte sich auf die wirklichen magnetischen 

Momente auch die hier ganz vernachlässigte Bei-

mischung anderer Nukleonenkonfigurationen infolge 

von Zwei- (oder Mehr-) Körper-Kräften auswirken. 

2. Statisches elektr isches Q u a d r u p o l m o m e n t 

Der kollektive Beitrag (der hier allein berücksich-

tigt werden soll) zum kollektiven Quadrupolmoment 

ist gegeben durch 

<?s=
 3 ZR0

2(a0*)M = 1 (20) 
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[B, Gl. (V.3) ] ; die a« (ju=-2,..., + 2) sind Grö-

ßen, die den kollektiven Zustand des Rumpfes be-

schreiben. Zur Auswertung dieses Ausdrucks läßt 

sich im Prinzip eine Methode anwenden, die der in 

Abschn. 2 benutzten ganz analog i s t 1 8 ; da sie wenig 

geläufig ist, soll jedoch ein anderer, auch bei der Be-

rechnung von Übergangswahrscheinlichkeiten gang-

barer Weg eingeschlagen werden. Von den kollek-

tiven Parametern a u * im raumfesten System werde 

wobei T e i n aus dem Drehimpulsoperator 7 gebildeter 

Tensoroperator ist 

T0=y}[3iz*-i(i+i)], 

T±i = + [(Ix±ih) Iz+Iz (Ix ± i h) ], 

T±2=(Ix±Hy) 2 ; 

zur Begründung siehe Fußnote 13. Der Ausdruck 

^ (-1)*T__VAV 

V 

ist drehinvariant und kann daher statt im raumfesten im 

körperfesten System ausgewertet werden. — Die Größen 

a u * und nicht a u bilden einen Tensoroperator; vgl. B, 

Gl. (11,2). 



dabei übergegangen zu denjenigen (a'«*) im körper-

festen System vermöge 19 

E K M « " * ' ( 2 1 ) 
V 

wobei die D2^ Kreiselfunktionen sind20 . Der 

Erwartungswert bezüglich <p(ß,y) [vgl. (1 ,10)] 

kann sofort gebildet werden 21 und man erhält 

In einem ähnlichen Zusammenhang [Gl. (1,33)] 

wurde bereits diskutiert, daß die vorliegende Theo-

rie zu gegebener (aber nicht direkt meßbarer) Ver-

formung ß1 ein kleineres Quadrupolmoment liefert 

a ls d i e A u s w e r t u n g d u r c h BOHR u n d MOTTELSON 

[B, Gin. (V.6) , (V.7) ], bei der der subtraktive 

Term fehlt. Diese Tatsache wirkt in der Richtung, 

daß das zur wahren Verformung gebildete Träg-

heitsmoment größer ist als das nach den üblichen 

Methoden aus dem gemessenen Quadrupolmoment 

erschlossene. Allerdings ist dieser Unterschied meist 

unbedeutend. 

Berechnet man das elektrische Quadrupolmoment 

für die nach INGLIS gebildete Wellenfunktion, so er-

gibt sich kein Analogon zu Gl. (25). 

3. Magnetische D ipo lübergänge innerhalb einer 

Rotat ionsbande 

Statt der vollständigen Übergangswahrscheinlich-

keit soll hier und in Abschn. 4 die jeweilige redu-

zierte Übergangswahrscheinlichkeit 23 berechnet wer-

den, die sich schreiben läßt24 

19 Vgl. im wesentlichen A , Gl . (11) und Gl . (58) im Anhang 

dieser Arbeit . 
20 Siehe I , Fußnote 15. Einige wichtige Formeln für das Rech-

nen mit Kreiselfunktionen sind im Anhang des vorliegen-

den Teils I I zusammengestellt. 
21 Siehe A , Gl . (12) (das dortige au ist mit unserem au' 

identisch) und beachte, daß <cosy) = l , <(siny) = 0 . 

Zur Berechnung dieses Erwrartungswertes reicht die 

Wellenfunktion erster Näherung, wie sie in (8) ange-

geben ist, nicht aus; vielmehr ist der Koeffizient von 

^A/.A'o zweiter Näherung (aus der Normierungs-

bedingung) zu ermitteln 

(23) 

(24) 

(25) 

B(L, 7a /e) = V |(/a, Ma j mL,ß) I h,Me)|
2. 

(26) 

Hierbei ist 1)Jl(L, /.i) ein für den Übergang charak-

teristischer Tensoroperator L. Stufe. Nach RACAH25 

können die Matrixelemente auf der rechten Seite 

durch ein Produkt aus einem reduzierten Matrix-

element und einem CLEBSCH - GoRDAN-Koeffizienten 26 

ausgedrückt werden 

</ a ,M a|2rc(L, ,u)|/ e ,Me> (27) 

= - F E ^ - - ( / A | | ^ ( L ) | | / E ) ( / E ^ M E / , | / E L / A M A ) . 

]/2 / a + l 

W e g e n de r N o r m i e r u n g d e r CLEBSCH — GORDAN-KO-

effizienten folgt damit 

B{L,h-+le) = _ L _ |(/a|| ^ (L )|| / e ) | 2 , (28) 

sofern der Übergang nach dem Vektormodell über-

haupt möglich ist, d. h. 

| / a - / e | ^ I ^ / a + /e. (29) 

Die Aufgabe der Ermittlung der reduzierten Über-

gangswahrscheinlichkeit ist damit zurückgeführt auf 

die der Berechnung des zugehörigen reduzierten 

Matrixelements. 

22 Vgl . Anhang , G l . (55) , und die expliziten CLEBSCH — GOR-

D A N - K o e f f i z i e n t e n i m CONDON — SHORTLEY. 

23 B , G l . (V I I , 1) und D, Gl . (9) . 
24 B, Gl . (V I I , 2) und D , Gl . (8) . 
25 G . RACAH, Phys. Rev. 62, 438 [1942]. 
26 Fü r die CLEBSCH — GoRDAN-Koeffizienten soll die Bezeich-

nungsweise von E . U . CONDON U. G . H . SHORTLEY, The Theory 

of Atomic Spectra. Cambridge 1935, verwendet werden. 

w I m = w I m k h i y K / . K o + i . q J t / J W |2 _ 1 y I <i>Ko-i,fc | UX\ I,K0) I2) + _ . 
{ - ~ä (EKo-EKo + l.a) 2  2 T (EKo-EKo-l,b) 2 J 

Unter Beachtung von 22 (/ , /, K | D20 ( # , ) \ I , I , K ) = 

erhält man bei Beschränkung auf den Grundzustand (/ = Ä'0) schließlich 

0 = — ZR 2 ß — 7 ( 2- / _ 1 ) fl-6 I  h f Vl^o-UM/,-//,!^)! 2  

V s 5 N 0 ^ ( 7 + 1 ) ( 2 7 + 3 ) [ 1 2 0 / - r ( E K O - ~ E K O - U B V -



Der Operator für magnetische Dipolübergänge ist 

gegeben durch 27 

m u i , u ) = (SP / , P + / , N + R f * y 

• { (GP - £ R ) J * + (GN - FITE) + gR /.«} • 

M ist die Nukleonenmasse. D ie Tensoroperatoren 

erster Stufe 7«p , / « N , Ru, lu sind definiert durch 

V W z p ; /P
±1 - + ± \ j / ± i j / ) (31) 

und entsprechend für / N , R und I . I m folgenden 

werden ebenfalls die Komponenten im körperfesten 

System benötigt, die durch einen Strich gekennzeich-

net werden sollen 

/ 0
P = / 3

P ; / ± i - + ^ ( / i p ± ( 3 2 ) 
y 2 

Der Übergang erfolgt durch die Transformation 28 

2K (M1 , / * ) = 2 w 2 W ( M l , v ) , (33) 
V 

wobei sich 1, r ) in gleicher Weise durch die 

körperfesten Operatoren [Gl. (32) ] ausdrückt wie 

1, ju) durch die raumfesten [Gl. ( 31 ) ] . 

Mi t dem eben definierten Operator ist nunmehr 

das reduzierte Matrixelement für Wel lenfunkt ionen 

(8) im Anfangs- und Endzustand (mit dem jeweili-

gen / a oder / e ) zu berechnen. Hierfür stellt man das 

Matrixelement zunächst für beliebige M a , Me, /x auf 

und spaltet dann den entsprechenden CLEBSCH—GOR-

DAN-Koeffizienten ab. Das ist sehr leicht möglich, da 

das Matrixelement von D,tv (#,•) [Anh. , Gl. (55) ] 

< / a , M a , K a | D j „ ( ^ • ) | / e , M e , K e ) = ( - l ) / e - / a + " ( / a , l , K a , - v\ / a , 1, /„ , Ke) { / „ 1, Me, fJL | I e , 1, / . , AT.) 

(34) 

diesen als Faktor enthält. Somit erhält man 29 

OP ( 2 / a + l ) - 1 / s ( / a | | ^ ( M l ) | | / e ) = ( - l J ' e - ' a ^ - ^ - ^ ^ p - g R ) | ( / a , l , K 0 , 0 | / a , l , / e , K 0 ) i 

- { / , , 1,K0, 1 | / a , l , / e , £ 0 + l ) 1 V ( K ° 'JS-i JS 1 +1. a> </e, J-1.« I Ut I u, K0\ 
V'2 — EKo — EKQ + l,o 

+ ( / a , 1 , K 0 +1, - 117 a , 1 , / e , K 0 ) 1 y < z -
K2 a EKo — EKo + l,a 

+ </.. 1, K„ -11 / . , 1, / . , K, -1 > ' 2 I ^ I W ) <'.. * IP. U«. *•>> 
k2 6 £A'0 — EKo-l,b 

(1 1 AT 1 11 / 1 J K\ 1 V <*a, g , 1 t/t 1 / „ &> <& ,- ! , 6 | h*-i Jf 1 1 — \*a j — 1 ' a i YE» ^ 0 / Z j ~ ~ > 
K2 6 EKo-EKo-l,b I 

+ (gx — gR) {dasselbe mit / N statt / p } (35) 

Der Ausdruck wurde unnöt ig allgemein angeschrieben; von Interesse ist nur 

7a = / + l ; 7e = 7 . (36) 

D ie Matrixelemente von U1 sind nunmehr nach Gl. (10) (einschl. der hermitesch-adjungierten Gleichun-

gen) einzusetzen; dabei kann , wie bei Gewinnung von Gl. (13) wieder 7 durch 7P bzw. 7N ersetzt werden. 

Es ist nun bemerkenswert, daß sich die /-abhängigen Anteile in den Zusatzgliedern zusammenfassen lassen 

zu einem Ausdrude, der proport ional ist zur /-Abhängigkeit des Hauptterms 32 

( / + 1 , 1 , K0,0 [ / + 1 , 1 , / , K0) = - ] / ( / - ( y i | )
( ^ ) ± 1 ) ; (37) 

27 Vgl. im wesentlichen B, Gl. (VII, 4) und die ähnlich ge- 28 Siehe D, Gl. (10) und Gl. (58) im Anhang. 
baute Gl. (1) in der vorliegenden Arbeit. 29 Hierbei wurde bereits benutzt, daß die Matrixelemente 

von 1 verschwinden für I& f̂cle • 



es gilt näml ich 30 

- </ + l , l , £ 0 , l | / + l , l , / , £ 0 + l ) y ( ' - * o ) ( / + * o + D + (7 + 1 , 1 ,A ' 0 + 1, - l | / + l , l , 7 , £ 0 ) 

, - ^ ( 7 - ^ + 1 ) ^ + ^ + 2 ) — ( Ä : 0 + D < / + I , I , A : 0 , O | / + I , I , / , J : 0 > , 

</ + l , l , K 0 , - l | / + l , l , 7 , £ 0 - l ) | / ( / + A : o ) ( 7 - K o + i y _ <7 + 1 , 1 , ^ 0 - 1 , 1 1 / + 1 , 1 , A ^ 0 > 

• - j / ( / + ^ o + l H / - ^ , + 2 ) = _ ( £ 0 — 1) ( 7 + 1 , 1 , 0 17 + 1 , 1 , 7 , 

Somit erhält man schließlich 

( 2 / + 3 ) - ' ' ( / + l | | H R ( M l ) | | / ) = - i ü c i j ^ f ( / + M , K 0 , 0 | / + 1 , 1 , / , X 0 ) | g P . Q p + g N f l N - g R ß 

+ f fe - OL) l (K„ + 1 ) 2 1 « . + ' ; « l A N i t f l M f + ( - 1 ) 2 K ^ H ^ - ' . V I ^ n (39) 
\ a EKQ—EKO + 1,0 b EK0~ EK0-l,b ) 

+ (&-&) l(K0 + l) V I (Kp+ l ^ a 1 J^+i72N1 K0) |2
 + ( Ä o _ 1 } y |<* 0-1,6 1 / t N - f /,N| g . ) pvil 

\ EKO — EKo + L,A b EKQ—EKO-1, b )\\ 

Hieraus gewinnt man dann Z?(M 1, 7 + 1 - > 7) gemäß Gl. ( 28 ) . 

Der geometrische Faktor, d. h. der die /-Abhän-

gigkeit angebende CLEBSCH — GoRDAN-Koeffizient, ist 

also der gleiche in der ursprünglichen Rechnung von 

BOHR und MOTTELSON (B, Kap. V I I ) wie in der vor-

liegenden Behandlung. Eine Messung des Verhält-

nisses von Übergangswahrscheinlichkeiten innerhalb 

einer Rotat ionsbande kann zwischen den beiden 

Theorien daher nicht entscheiden 31. I n höherer Nä-

herung treten allerdings Abweichungen au f ; da die 

Störungsrechnung nicht gut gerechtfertigt ist, könn-

ten sich derartige Abweichungen wohl bemerkbar 

/ n" 
gR =gR ß 

Ein Vergleich mi t dem Verfahren von INGLIS ist 

bei der Berechnung von Übergangswahrscheinlich-

keiten nicht möglich, denn diese sind wegen der 

klassischen Behandlung der Rotation dort nicht de-

finiert. 

4. E lek t r i sche Q u a d r u p o l ü b e r g ä n g e i n n e r h a l b 

e iner R o t a t i o n s b a n d e 

Bei elektrischen Quadrupolübergängen ist der 

Operator, der in Gl. (26) für die reduzierte Über-

30 Explizite Ausdrücke für die CLEBSCH —GoRDAN-Koeffizien-
ten finden sich im CONDON —SHORTLEY (siehe Fußnote 29) 
auf den Seiten 76 und 77. Hiermit lassen sich Gin. (38) 
und (47) leicht nachprüfen. 

31 Für experimentelle Daten siehe etwa D, Tab. II. 

machen. Auch ein Vergleich der absoluten Größe 

der Übergangswahrscheinlichkeit mi t dem magneti-

schen Moment des Grundzustandes führt zu keiner 

Entscheidung. Macht man nämlich wieder die AB-

nahme (17) (mit EK statt ER), so geht sowohl das 

statische magnetische Moment (13) als auch das re-

duzierte Matrixelement (37 ) 32 aus den einfachen 

Ausdrücken von BOHR und MOTTELSON (d. h. den 

Formeln ohne Glieder prop, h 2 /@) hervor, indem 

dort gR ersetzt wird durch 33 

gangswahrscheinlichkeit einzusetzen ist, gegeben 

durch 

2 f t ( E2 , / / ) = J - Z e R 0
2 a S (41) 
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[B, Gl. (V I I . 5 ) ] ; dabei ist, wie in Gl. ( 20 ) , nur der 

kollektive Beitrag zum Quadrupo lmoment berück-

sichtigt. Nunmehr gehe man wieder, in Analogie zu 

Gl. ( 33 ) , zum körperfesten Koordinatensystem über 

[siehe auch Gl. ( 21 ) ] . Der Erwartungswert bezüglich 

32 Beachte hierbei, daß K0 = Q . 
33 Dieses gR ist im wesentlichen (d. h. für kleine Abweichun-

gen des effektiven Trägheitsmoments vom hydrodynami-
schen Wert) identisch mit der durch Gl. (14) definierten 
Größe. 

( g p _ g R ) 2 K * » - 1 : » f A ; - " « p l * > l a + ( g x _ g R ) y i <gp- i , b i j ^ - i / tN | |i ( 4 0 ) 

EKo — EKo-l,b EKo~EKo-l,b 



<p(ß, y) kann sofort gebildet werden [vgl. Ableitung von Gl. (22 )] und man erhält 

3 

4 rr 
/a,Ma|2tt(E2,/0|/e,Me)= / ZeR 2 . (42) 

Wegen 

( / a , M a , ^ a | D ; 0 ( ^ . ) | / e , M e , / : e ) = ( - l ) ^ a ( / a , 2, K&, 0 | / a , 2 ,7 e , Ke)(Ie, 2,Me,u | / e , 2, 7 a , Afa) (43) 

[Anh., Gl. (55 )] kann das durch Gl. (27) definierte reduzierte Matrixelement leicht angegeben werden; 

dabei gilt offenbar K* = K e . (44) 

Soll nun der niedrigste nicht-verschwindende Beitrag der ^-Beimischung zum Matrixelement berücksichtigt 

werden, so ist wie bei Berechnung des statischen Quadrupolmoments die Wellenfunktion W in der Ge-

stalt (23) zu verwenden. Man erhält auf diese Weise 

( 2 / a + l )- , / ! ( / a ||Sf t (E2)||/ e ) 

= ( - l ) ' e - ' a ^ ZeR*ß1 2, K 0 , 0 | 7 a , 2 ,7 e , K 0 ) 

(45) 

. (l _ 1 y 1 </a, Kp+1, a\Ui\ /a, j2+ 1 Qe, K0+l, a | U, [ 7e, K0) 

_ 1 y 1 </a, gp-1, b | Ut 1 7a, K0> l '+l </e, g „ - l , 6 | j M 7e, AT0) l
2' 

2 T 1 (£Ä0 — EKo-l,b)2 

+ ( 7 a , 2 , K0 + 1 , 0 | 7 a , 2 , 7 e , Ä 0 + 1 ) I K ^ ^ o l ^ l ^ g o + l . a M / e ^ p + l ^ l ^ U e , ^ ) 
a (EK0-EK0 + l,a)2 

+ ( 7 a , 2 , A 0 - 1 , 0 I 7 a , 2 , 7 e , K0 - 1 ) £ I < ' » . I / . , 6> </e, J C . - 1 , * | | / e , 
Ö ( £A 0 —£A'0-L,FC)2 

Die Matrixelemente von U1 sind hier wieder gemäß Gl. ( 1 0 ) durch diejenigen von J auszudrücken. 

Nunmehr ist Gl. (45) zu spezialisieren für die beiden vorkommenden Fälle. Zunächst werde behandelt 

7 a = 7 + 2 ; 7 e = 7 . (46) 

Man findet30 

— (7 + 2, 2 , 0 17 + 2, 2,1,KQ) $ [ (7 — & 0 + 2 ) (I + £ 0 + 3 ) + {I — K0) (I+K0+l)) 

+ ( 7 + 2 , 2 , A 0 + 1 ,0 | 7 + 2, 2, 7, K0 + l) ] / ( / - K 0 + 2) (7 + K0 + 3) ( 1 - K 0 ) (7 + K 0 + l ) 

= - (7 + 2, 2, 0 17 + 2, 2 ,7 , K0) (3 + 2 K0) , 

-${I + 2,2,K0,0\I + 2,2,I,K0)[(I + K0 + 2)(l-K0 + 3) + (I + K0)(I-K0 +1)] (47) 

[I + 2, 2, — 1, 0 | 7 + 2, 2,7, — 1) }/(I — K0 + 2) (7 + A 0 + 3) (7 — K0) (I + K0+ l) 

= - < 7 + 2 , 2 , £ 0 , 0 | 7 + 2 , 2 , 7 , £ 0 ) (3 — 2 K0) 

Damit gewinnt man schließlich 

4 71 
(2 7 + 5)- 1 / 2 {/ + 2 || 2)?(E 2) j| / ) = 3 Z e R0

2 ß1(l + 2,2,K0,0\I + 2,2,I, K0) (48) 

. h _ ( J L ) 2 (3 + 2 K0) V I (gp+l> a 171+i7a [ K0) I» + ( 3 _ 2 K()) V ' <go-l , f t | / i-f 7 ,1g . ) I'll 

\ \20 J [  1  0 — (EKo-EKo + l,a) 2 ' ° V (EKo-EKo-l ,b ) 2 Jj ' 

Es tritt also der gleiche geometrische Faktor 

<7 + 2 , 2 , £ 0 , O | / + 2 , 2 , / , A 0 } = T / 3 ( / - g o + l ) (/+gp + l ) ( 7-g 0 + 2 ) ( 7 + 7 ^ 
X 0 1 ' ' 0 / J 2 (7+1) (2 7+3) (7+2) (2 7 + 5) V ; 

auf wie bei der Auswertung in B [ohne Anteil prop. ( h 2 /& ) 2 ] . Unter der zusätzlichen Annahme (17) (mit 

EK statt EK) ist das Zusatzglied überdies identisch mit dem, das bei dem statischen Quadrupolmoment (25) 

auftritt. 



Entsprechend wird jetzt der Fall 7a = / -f 1; 7e = / (50) 

ausgewertet. Man erhält 

(2 7 + 3) _ 1 / l ( 7 + 11| 2Ji(E 2) j( 7) 

= - Ze R 2 /?!</ + 1, 2, K0,0 | 7 + 1, 2, /, K0) j l - [ [3 K0 + (2 K 2 - I 2 - 2 /) ] (51) 

. V I + h a\ Jt + i J, | K 0 ) + ^ _ ( 2 _ /2 _ 2 /) ] V I & ! h I * O > I2LL 

~7 {EKQ EKo + l,a)2 b (E /v0 — EfCo-l.b)2 I 

mit ( / + l , 2 , K 0 , 0 j / + l , 2 , / , A : 0 } = - A 0 ] / 3 ( / - ^O+D( /+K 0 +1) ( 5 2 ) 
V 0 1 0 / 0 | / ( / + ! ) (2 7 + 3) (7 + 2) V 7 

Die gleiche /-Abhängigkeit wie ohne Ä'-Beimischung 

tritt hier nur auf, wenn Annahme (17) erfüllt ist. 

Dann aber ist das Zusatzglied wieder identisch mit 

dem, das bei dem statischen Quadrupolmoment vor-

kommt. 

Die vorliegenden Formeln gelten für K0 =f= 0 (und 

=f= V2, 1, V2) ; der Ausnahmefall von E 2-Übergän-

gen innerhalb einer Rotationsbande mit K0 = 0 und 

einem zugehörigen Nukleonenzustand, der durch 

paarweise Besetzung aller Nukleonenniveaus i co 
entsteht, ist bereits in Gl. (1,33) ( u . U . mit einer 

Summe statt eines einzelnen Terms) angegeben wor-

den. Der praktisch bedeutungslose Fall, daß K0 = 1 

und daß unter den hiermit kombinierenden Zustän-

den mit K0 = 0 auch einer vom eben genannten Typ 

vorkommt, läßt sich ebenfalls leicht behandeln; ein 

solcher Fall führt allerdings zu Komplikationen bei 

der Gewinnung des Trägheitsmoments. 

A n h a n g : Das Rechnen m i t Kre i se l funk t ionen 

Da es schwierig ist, aus der vorliegenden Literatur 

die hauptsächlich benötigten Beziehungen für das Rech-

nen mit Kreiselfunktionen zu entnehmen, seien sie zur 

Bequemlichkeit des Lesers hier zusammengestellt. Die 

aufgeführten Beziehungen lassen sich sämtlich ziemlich 

einfach mit gruppentheoretischen Mitteln beweisen, 

wenn man die in Teil I, Fußnote 15, angegebene Bezie-

hung zwischen Kreiselfunktionen und Darstellungs-

matrizen der Drehgruppe beachtet. Die so definierten 

Kreiselfunktionen sind nicht normiert, vielmehr gilt 

/ [ D ' j ^ m Y ®M tK. m d (Vo lumen) = 0 ^ , / d ( V o l u m e n ) , (53) 

wobei das In tegrat ionsvolumen bei übl icher Def in i t ion der EuLERSchen W i n k e l gegeben ist durch 

J" d (Volumen) — 8 T I 2 . (54) 

Der durch Gl. (53) geforderte Normierungsfaktor V(2 1 +1)/8 TI2 ist bei Angabe von Wellenfunktionen stets 

fortgelassen, bei Berechnung von Matrixelementen jedoch berücksichtigt worden. 

Für Matrixelemente von (nichtnormierten!) Kreiselfunktionen gilt 

( / UMU K, | D * (0,)1 72, M2,K,} = l/|ii±l ( / 2 , L, M,, v | /2, L. luMx) ( / 2 , L, Kt,v\ /2, L, l u Kx) (5g) 

= ( _ l)/,-/1+r (/2 ) L, M2, /u\ /2 , L, luMx){luL,Klt-v | I u L, /2, Kt) . 

Die reellen Größen (/2 , L, M2, /2, L, Mt) usw. 

sind CLEBSCH — GoRDAN-Koeffizienten in der Bezeichnung 

von CONDON —SHORTLEY 26, 30. Das erste Gleichheitszei-

chen gilt allgemein, das zweite für die von CONDON — 

SHORTLEY und vielen anderen Autoren gewählten Pha-

sen der CLEBSCH — GoRDAN-Koeffizienten. D ie in G l . (55) 

stehenden CLEBSCH — GoRDAN-Koeffizienten verschwinden 

nur dann nicht, wenn 

Ml = M2 + /u bzw. Kt=K2 + v (56) 

und wenn 7 t , /2 und L in einer Dreiecksrelation stehen 

Ist TLU ein Tensoroperator im Sinne von RACAH 25, 

d. h. ein Satz von Größen, der bei Drehung eines kar-

tesischen Koordinatensystems transformiert wird wie 

(bei ganzzahligem L) die Kreiselfunktionen YLu (#, <p) 
einer raumfesten Richtung cp , so gilt folgende Be-

ziehung zwischen den auf raumfeste Achsen bezogenen 

Größen TLu und den auf körperfeste Achsen bezogenen 

Größen TL». 

(58) 
V 

mit unnormierten (!) Kreiselfunktionen [vgl. D, Gl. 

(10)]. 


